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Proofs that explain, and Proofs vyang lebih berbobot. Bukti dinilai penting untuk memunculkan hubungan
that prove. matematika daripada hanya untuk menunjukkan kebenaran hasil. Dan akan

bermanfaat untuk memperkenalkan suatu perbedaan eksplisit antara “bukti yang
membuktikan” dan “bukti yang menjelaskan.” Keduanya adalah bukti yang sah,
dan terdiri dari pernyataan yang merupakan aksioma sendiri atau mengikuti
pernyataan sebelumnya sebagai hasil dari penerapan aturan inferensi yang
benar. Untuk menggambarkan perbedaan antara keduanya dalam makalah akan
menggunakan konsep barisan bilangan segitiga. Hasil kajian yang diperoleh
adalah pentingnya menguraikan konsep bukti yang menjelaskan, dan kemudian
mempertimbangkan implikasinya untuk penanganan pembuktian dalam
kurikulum, serta menyarankan bahwa bila memungkinkan perlunya menyajikan
kepada mahasiswa tidak hanya “bukti yang membuktikan”, melainkan juga
“bukti yang menjelaskan.” Sehingga nantinya mahasiswa menjadi sadar akan
kompleksitas masalah dan perlunya menghasilkan argumen yang valid.

Kata Kunci: Bukti yang Menjelaskan, dan Bukti yang Membuktikan.
ABSTRACT

Proof is a logical argument given in accordance with the rules of a deductive
system, and is used as a justification for the truth of a theorem’s statement, as
well as a fundamental part of the mathematical thinking process. A proof may
be less convincing when it is only proven to be valid based on its form,
regardless of its contents. Often a new mathematical idea is accepted, more
important than what is proven, not the truth of a more weighty proof. Proof is
considered important to bring up mathematical relationships rather than just to
show the truth of the results. And it would be useful to introduce an explicit
distinction between “Proofs that prove" and “Proofs that explain.” Both are
valid proofs, and consist of statements that constitute the axioms themselves or
follow previous statements as a result of applying the correct rules of inference.
To illustrate the difference between the two in the paper we will use the concept
of triangular number sequence. The study results obtained are the importance
of outlining the concepts of proofs that explain, and then consider the
implications for handling evidence in the curriculum, and suggest that if
possible the need to present to students is not only “Proofs that prove ”, but also
“Proofs that explain”. So that students will become aware of the complexity of
the problem and the need to produce valid arguments.
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1. PENDAHULUAN

Bukti adalah argumen logis yang diberikan sesuai dengan aturan sistem deduktif, dan sebagai
pembenaran kebenaran pernyataan suatu teorema, serta merupakan bagian fundamental dari proses
berpikir matematis (Kwoen,2007., Devlin, 2004., Koshy, 2007., Dumas, 2014, dan Theorem-
wikipedia). Dan pernyataan matematis bukanlah suatu teorema sampai telah diturunkan dengan
cermat dari aksioma, definisi, dan teorema yang sebelumnya terbukti (Bartle, 2011). Lebih lanjut,
bukti adalah argument yang menyakinkan, sebagaimana dinilai oleh ahli yang kompeten. Dan,
bukti adalah penjelasan lengkap yang diberikan ketika penjelasan lengkap lebih tepat daripada
penjelasan tidak lengkap atau tidak ada penjelasan (Herst, 1993).

Bukti yang kuat mencerminkan praktik matematika (Hanna, 1983). Lebih lanjut Hanna

(1990) mengatakan bukti mungkin kurang meyakinkan ketika hanya terbukti valid berdasarkan
bentuknya saja, tanpa memperhatikan isinya. Dan ketika sebuah ide matematika baru diterima,
seringkali lebih penting dari apa yang dibuktikan, dan bukan kebenaran dari pembuktian, yang
lebih berbobot (Hidayati et al., 2020). Bukti harus berasal dari tempat yang spesifik dan dapat
diterima, harus menyajikan argumen yang tidak cacat, dan harus mengarah pada hasil yang, bahkan
tidak terduga, nampak pada refleksi untuk membuat akal dalam konteks pengetahuan matematika
lainnya. Bukti dinilai penting untuk memunculkan hubungan matematika daripada hanya untuk
menunjukkan kebenaran hasil (Hanna, 2000).

Dalam keinginan untuk memperhitungkan peran pembuktian sebagai alat komunikasi, dan
sebagai pengakuan atas proses sosial yang memainkan bagian yang sangat penting dalam
penerimaan oleh ahli matematika tentang hasil baru, pendidik lebih menekankan pada konsep bukti
sebagai “argumen meyakinkan.” (Hanna, 1990). Balacheff (1988) menunjukkan pentingnya
menciptakan situasi kelas di mana siswa menjadi sadar akan kompleksitas masalah dan perlunya
menghasilkan argumen yang valid. Sehingga (Hanna, 1990) mengatakan akan bermanfaat untuk
memperkenalkan pada diskusi ini suatu perbedaan eksplisit antara bukti yang membuktikan dan
bukti yang menjelaskan.

Bukti yang menjelaskan dan bukti yang membuktikan keduanya adalah bukti yang sah.
Kedua jenis bukti ini memenuhi persyaratan untuk pembuktian matematis, dan karenanya berfungsi
dalam ukuran yang sama untuk menetapkan validitas pernyataan matematis. Keduanya terdiri dari
pernyataan yang merupakan aksioma sendiri atau mengikuti dari pernyataan sebelumnya sebagai
hasil dari penerapan aturan inferensi yang benar (M. A. Maulyda et al., 2020). Namun demikian,
ada perbedaan yang sangat penting antara kedua jenis pembuktian ini. Bukti yang membuktikan
hanya menunjukkan bahwa teorema itu benar; hanya memberikan alasan bukti saja. Di sisi lain,
bukti yang menjelaskan, juga menunjukkan mengapa teorema itu benar; ia memberikan serangkaian
alasan yang berasal dari fenomena itu sendiri (Hanna, 1990). Sebuah bukti yang menjelaskan
adalah argumen yang menjelaskan, sering kali pada tingkat intuitif, mengapa hasilnya benar
(Weber, 2004).

Sebuah bukti yang membuktikan mungkin bergantung pada induksi matematika atau bahkan
pada pertimbangan sintaksis saja. Tetapi bukti yang menjelaskan harus memberikan alasan
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berdasarkan ide-ide matematika yang terlibat, sifat-sifat matematika yang menyebabkan teorema
yang ditegaskan itu benar (Herst, 1993., Hanna, 1990., Hanna, 2000.,).

Kebutuhan untuk memahami dan terutama menulis bukti dalam kuliah-kuliah matematika
sangatlah penting (Moras, 1987). Bahkan (NCTM, 2000) dan (Walle, 2007) mengungkapkan
bahwa pembuktian bertujuan untuk membantu dalam memutuskan apakah dan mengapa jawaban
kita logis, mengembangkan kebiasaan memberi argumen, dan menjadikan kegiatan menyelidiki
sebagai bagian utuh dari setiap pemecahan dan merupakan proses yang dapat meningkatkan
pemahaman konsep. Sementara, (Weber-Research sampler) menjelaskan bahwa tujuan dari
pembuktian adalah untuk: (1) menjelaskan, (2) sistemisasi, (3) komunikasi, (4) penemuan hasil
baru, (5) pertimbangan suatu definisi, (6) mengembangkan intuisi, dan (7) menyediakan otonomi.

2. METODEPENELITIAN

Makalah ini mengeksplorasi peran bukti dalam pendidikan matematika dan memberikan
justifikasi atas pentingnya dalam kurikulum sekaligus membahas atau memperkenalkan dua jenis
bukti, yakni bukti yang membuktikan dan bukti yang menjelaskan. Sehingga dari bahasan
penelitiannya, maka dapat kita katakan bahwa penelitian ini adalah penelitian deskriptif eksploratif.
Dengan kata lain penelitian ini bertujuan untuk merumuskan masalah untuk investigasi yang lebih
jelas.

3. BUKTI YANG MEMBUKTIKAN DAN BUKTI YANG MENJELASKAN

Contoh berikut menggambarkan perbedaan antara bukti yang membuktikan dan bukti yang
menjelaskan:

Buktikan bahwa jumlah n suku pertama bilangan segitiga, S(n), adalah sama dengan nt2)ntin

atau
(n+ 1n _ n+2)(n+ 1)n

Sm)=1+3+6+10+-+ 5 6

3.1 Bukti yang Membuktikan
Karena bukti yang membuktikan adalah bukti yang hanya menunjukkan bahwa teorema itu

benar; atau dengan kata lainnya hanya memberikan alasan bukti saja (Hanna, 1990). Maka berikut
ini akan dikenalkan bukti dengan induksi matematika sebagai bukti yang membuktikan.

Bukti dengan induksi matematika
Untuk n = 1, teorema benar
1+2)1+D1 "

6

S(1) =
Asumsikan benar untuk suatu n = k, maka
(k+ Dk B (k+2)(k+ 1Dk

SM)=1+3+6+10+ -+ 5 G
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Karenan = 1 dann = k benar, makan = k + 1 juga benar, sehingga:
k+2)(k+1) (k+3)k+2)(k+1
5(n)=1+3+6+10+...+( )2( ) _ (k+3)( 6 Yk +1)

Bukti:
(k+1)k+(k+2)(k+1) _(k+2)(k+1)k+(k+2)(k+1)

SM)=1+3+6+10+ -+ 5 > 5 5

(k+2)(k+1Dk

k+1Dk (k+2)(k+1) (k+2)k+Dk (k+2)(k+1)
2t 2 - 6 + 2

Sn)=1+3+6+10+ -+

(k+2)(k+1)k
6

k+2)(k+1Dk 3(k+2)(k+1)
= + 6

6
_ (k+2)(k+1)

[k + 3]

_(k+3)(k+2)(k+ 1)
B 6

Sekarang, ini tentu saja merupakan bukti yang dapat diterima. Hal ini menunjukkan bahwa
pernyataan matematika itu terbukti berdasarkan metode pembuktian yakni metode induksi
matematika. Induksi matematika adalah metode pembuktian yang kuat yang sering digunakan
untuk menetapkan validitas pernyataan yang diberikan dalam hal bilangan asli. Meskipun
kegunaannya terbatas pada konteks yang agak khusus ini, induksi matematika adalah alat yang
sangat diperlukan di semua cabang matematika (Bartle, 2011). Sebaliknya, Hanna (1990)
mengatakan bahwa bukti dengan induksi matematika tidak jelas pada umumnya.

Dari pernyataan Hanna ini, menerangkan atas apa yang tidak dilakukan dengan metode

induksi matematika adalah menunjukkan mengapa jumlah n suku pertama bilangan segitiga adalah

)@ Dn ooy karakteristik sifat dari jumlah n suku pertama bilangan segitiga menguatkan

tanggung jawab atas nilai n+2)(nt1)n

3.2 Bukti yang menjelaskan
Selain menunjukkan mengapa teorema itu benar, bukti yang menjelaskan juga memberikan

serangkaian alasan yang berasal dari fenomena itu sendiri (Hanna, 1990). Dan sering kali pada
tingkatan intuitif, mengapa hasilnya benar (Weber, 2004). Permasalahan jumlah n suku pertama
bilangan segitiga di atas hampir sama dengan permasalahan Gauss (Johann Carl Friedrich
Gauss_Disquisitiones Arithmeticae) yang menggunakan sifat simetri untuk menunjukkan mengapa
pernyataan itu benar. Sehingga berikut ini akan dikenalkan dua contoh bukti yang menjelaskan,
yakni:
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Bukti Gauss
n+1)n
S(n)=1+3+6+10+---+u

S(n):(n-l-zl)n_l_(n—1+21)(n—1)+(n—2+21)(n—2)_|_(n—3+21)(n—3)_|_m+1

n(n+1)+2+n(n—1)+6+(n—1)(n2—2)+12+(n—2)(n2—3)+20+m+n(n+21)+2

25(n) =

S(n) =

n+2)(n+1n ’
6

Perlu diketahui bahwa barisan bilangan segitiga merupakan barisan aritmetika tingkat dua,
sehingga jumlah jumlah n suku pertama dari barisan bilangan segitiga atau aritmetika tingkat dua
sama dengan suku ke-n barisan bilangan aritmetika tingkat tiga. Selanjutnya bukti yang
menjelaskan lainnya dari pernyataan yang sama ini adalah representasi geometrik dari n suku
pertama bilangan segitiga dengan bangun titik yang sama sekali tidak sama; disini ciri khasnya
adalah pola geometris yang mendorong kebenaran pernyataan itu. Kita dapat mewakili jumlah dari
n suku pertama bilangan ganjil positif menggunakan pola titik-titik berikut.

n+1
Q
[ QQQ
[ 00 n 9000
o ( ) 000 92000
o0 000 0000 00000 00000
1 3 6 10 (n+ l)n

2
Gambar 1. Pola bilangan segitiga

Titik-titik pada setiap suku membentuk sudut siku-siku yang sisi-nya sama

. » » » (k+ Dk
S(n) = 1 titik + 3 titik + 6 titik + 10 titik + --- + — titik
Dua jumlah tersebut S(n) + S(n) memberikan hasil:

2S(n)=n(n+1)+2_|_7’L(n—1)+6_|_(n—1)(n—2)+12_|_(n—2)(n—3)+20_|_m_|_n(n+1)+2

2 2 2
S(n) =

n+2)(n+n
6

Baik bukti Gauss dan representasi geometrik menunjukkan bahwa seseorang dapat
mengadopsi pendekatan bukti yang menjelaskan untuk pengajaran bukti di kelas tanpa
meninggalkan kriteria bukti matematika yang sah. Yang harus dilakukan seseorang adalah
mengganti suatu bukti, dengan bukti lain yang sama-sama sah yang memiliki kekuatan penjelas,
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kekuatan untuk mengeluarkan pesan matematika dalam sebuah teorema. Bukti yang hanya
mengandalkan logika matematika tidak akan pernah bisa memberikan alasan yang jelas. Bukti-
bukti semacam itu hanya melihat pada bentuk argumen saja (Hanna, 1990., Hanna, 2000).

Dari perspektif ini, di kelas matematika (SMA kelas XI) kegiatan membuktikan (induksi
matematika/bukti yang membuktikan) hanya dijadikan sebagai latihan dalam mengkonfirmasikan
pernyataan atau menarik suatu kesimpulan dari pernyataan yang bersifat khusus (premis) ke
pernyataan yang sifat umum (konklusi) yang mungkin bernilai salah ataupun benar, tapi tidak
keduanya (bersifat probabilistik) (Maulyda et al., 2020). Konklusi yang ditarik secara induktif tidak
selalu dapat dibuktikan secara deduktif (konjektur), atau dengan kata lain pengajaran bukti yang
diajarkan di sekolah saat ini mengkomunikasikan bahwa bukti lebih kepada membangun atau
menguji kebenaran dari pernyataan matematis yang diberikan.

Berbeda dengan bukti yang menjelaskan, fokus dari bukti yang menjelaskan jelas pada
pemahaman, bukan pada mekanisme deduktif. Dalam pendidikan matematika kita fokus sebanyak
mungkin pada penjelasan matematika, baik yang menyoroti bagaimana mahasiswa menyelesaikan
permasalahan bukti dari suatu teorema tentang ide-ide matematika penting yang mengarah pada
kebenarannya, ataupun bagaimana ide-ide dalam struktur kognitif dapat mengkontruksi
permasalahan bukti. Peran bukti dan pembuktian dalam matematika mengarahkan kita pada
kebutuhan akan pengajaran bukti di kelas-kelas matematika.

Bukti dapat menunjukkan pernyataan matematika itu benar dengan asumsi aksioma tertentu,
namun matematikawan lebih melihat kepada membangun kebenaran untuk mencari wawasan
mengapa; bukti dapat memiliki kekuatan penjelas; dan melalui proses pembuktian, dapat
menemukan hasil baru (Hanna, 2000; dan Thurston, 1994). Sehingga akhirnya, bukti dapat
mengkomunikasikan pengetahuan matematika dan menempatkan pengetahuan itu secara sistematis
dalam suatu kerangka kerja. Rav (1999) mengusulkan bahwa bukti adalah yang paling penting
dalam matematika oleh karena bukti dapat menjadi alat, metode, dan strategi untuk memecahkan
masalah. Oleh karena itu, salah satu kebutuhan mengajar bukti di kelas matematika adalah untuk
mendukung pemahaman siswa. Kebenaran pernyataan matematis mengikuti penalaran deduktif
yang valid dari hasil yang ditetapkan dan bukti adalah deduktif (Hersh 2008, p. 100).

Bukti mengkomunikasikan pengetahuan matematika dan tempatnya dalam struktur yang
terorganisir. Oleh karena itu, tujuan lain untuk mengajar bukti adalah untuk “menjelaskan” asal-
usul dan hubungannya dengan pengetahuan matematika (Zaslavsky, 2012). Pengalaman siswa
terhadap bukti (proof) dan pembuktian (proving) berbeda jelas dengan pengalaman matematikawan
(akademisi) oleh karena tujuan mereka berbeda, yakni siswa di sekolah bahkan mahasiswa semester
awal tidak terlibat dalam kegiatan pembuktian untuk menemukan hasil matematika baru (Herbst
dan Brach 2006; Hilbert et al. 2008). Namun tujuannya adalah agar siswa memiliki pengalaman
dalam penalaran yang mirip dengan yang dilakukan oleh matematikawan (akademisi); serta
mempelajari bangunan pengetahuan matematika dan mendapatkan wawasan mengapa pernyataan
itu benar. Di kelas matematika, bukti disajikan untuk mengajarkan kepada siswa proses berpikir
logis dan berkomunikasi dan mungkin secara implisit memecahkan masalah sesuai dengan contoh
(Herbst 2002; Herbst dan Brach 2006).
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4. KESIMPULAN

Bukti yang membuktikan bergantung pada induksi matematika atau pertimbangan sintaksis
saja. Sementara bukti yang menjelaskan memberikan alasan berdasarkan ide-ide matematika yang
terlibat, sifat-sifat matematika yang menyebabkan teorema yang ditegaskan itu benar. Bukti yang
menjelaskan lebih menekankan bahwa pemahaman matematika itu lebih penting, karena
pemahaman tidak lebih dari sekadar mengonfirmasikan bahwa ada kaitan yang benar dalam rantai
deduksi, melainkan pemahaman itu membutuhkan daya tarik untuk pengalaman matematika
sebelumnya. Bukti yang menjelaskan sebanyak mungkin fokus pada penjelasan matematika
(bagaimana menyelesaikan permasalahan bukti dari suatu teorema tentang ide-ide matematika
penting yang mengarah pada kebenarannya, ataupun bagaimana ide-ide dalam struktur kognitif
dapat mengkontruksi permasalahan bukti), dan terakhir perhatian utama Bukti yang menjelaskan
adalah wawasan.

Maka perlu mengenalkan pada mahasiwa tentang bukti yang menjelaskan, tanpa
mengabaikan bukti yang membuktikan, dengan tujuan mahasiswa menjadi sadar akan kompleksitas
masalah dan perlunya menghasilkan argumen yang valid. Serta mengganti suatu bukti, dari jenis
yang tidak jelas, dengan bukti lain yang sama-sama sah dan memiliki kekuatan penjelas, kekuatan
untuk mengeluarkan pesan matematika dalam sebuah teorema atau pernyataan matematis. Dan
terakhir tantangan bagi pengembang kurikulum matematika, adalah mengidentifikasi bukti yang
menjelaskan sebagai alternatif dari banyak bukti yang tidak menjelaskan.
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